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Les n\rr.:?~res d’Entringer 9ui avaiem etC introduits pour compter les permutations at’ernees 
en function de leur premier terme trouvent ici deux interpretations naturelles pour ies arbres 
d‘Andre: ils repartissent ces arbres en fonction d’une part de I’antecedent direct du plus grand 
sommet, d’autre part de I’extremite d’une certaine chaine definie de mar&e univoque. 
The Entringer’s integers were introduced to enumerate the down-up (or up-down) permuta- 
tions according to the first term; in this paper ,hey are shown to enumerate Andre’s trees 
according to the direct antecedent of the greatest vertex and also according to tFle vertex which 
is at the er!d of a specific sequence of vertices. 
Entringer s’est interesse a la repartition des permutations alternees descen- 
dantes (ou montantes) selon la va1ea.r de leur premier terme. (Xous convenons de 
dire qu’une permutation alternee (a,, . . . , q, \ construite sur [ 1, n] est urle permu- 
tation alternee descendante (resp. montante) d’ordre FZ si a, > a2 (resp. a, < a2i 
(cf. C31)* 
La repartition d’Entringer conduit au tab&u des nombres ek (1~ 3 1, k 5 11, ek 
&ant le nombre de permutations a ternQes descendantes d’ordre cl + 1 qui cm- 
mencent par k + 1. 
Ce tableau commence ainsi: 
1 
2 2 
4 5 5 
10 14 16 16 
er/f$02.75 Q 1982 F&x-t olland 
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Pour le construire on utilise les relakions ci-dessous. 
h - P 
EL= c EL_, pour hz=2, l~k~h-1; i=h--k 
h 
&I, = &h ‘-’ pour h&. 
, Par exemple pour h = 3, on a: 
1 
ErJ==E ;= 1’; +&++2; ++2. 
Les cinq permutations alternkes descendantes d’ordre 4 se Gpartissent ains*: 
l’unc d’elles commence par 2: (2,1,4,3); 
desx commencent par 3: (3, 1,4,2) et (3,2,4, 1); 
deux commencent par 4: (4,1,3,2) et (4,2,3,1). 
Soit E,, le nombre de permutations alternees descendantes (ou montantes) 
d’ordre n. On a bien hidemment: 
n-1 
En = c E;-,. 
k =- 1 
D&it-i Andrk wait montrk yue E,, est &gal au coefficient de x”/n! dans 1~ 
dkveloppement de Mac Laurin de 
1 +sin x -- 
cos X 
(cf. [ 13 et [2]). 
L’erwmble ties suites alternks descendantes 
ainsi un exemple de complexe d’Andr6, 
Schikzenberger (cf. [43). 
(ou alternees montantt s?’ constitue 
notion introduite pay Foata et 
Dans tout complexe d’Andri: intervient ti titre essentiel. une suite d’ensembles 
W.,,Y, ,... J,,.. .) dont Ies cardinaux sont E,, El,. . . , E,,, . . . 
DanIs l’article mentionn6 ci-dessus les auteurs donnent notamment comme 
autre exemple de Y,, 1’ense:mble des arbres binaires ordonnks de n sommets. 
LJn arbre binaire ordonnk ou arbre d’Andr6, est un arbre dont les sommcts 
forment un ensemble fin! totalement ordonn6 (x,, x2, . . , x,,) qui en g&-&al sera 
not6 (1,2...., n} et qui siitisfait NIX conditions suivantes: 
(i) le sommet 1 est de degri 1 ou 2; 
(ii) tous les sommets sent de degrC 1,2 ou 3; 
(iii) sur toute chaine issue du sommet 1, les sommets se prksentent 
or dre croissant. 
I1 nous a paru intkressalltt de chercher B interprkter les nombres d’ 
x i r&a avoir prkis6 que:lques 
Dans un arbre d’Andr6, 
- Les sommets de de@ 3, ainsi que le sommet 1 (ou “racine”) s’il est de degre 
2, seront dits bifurcants. 
- Un sommet a est aat& ident (resp. cons6qwnt) d’un sommet 6 s’il existe une 
croissante Qresp. dkroissantc) de a vers b. 
sommet a est ant&z&dent direct (ou co kquent direct) d’un sommet b si la 
chaiine ab comporte la seu!e a&e ab. 
- OR appellera chat&e i rieure la chali;re ccnstruite B partir du sommet 1 en 
choisissant (lorsqu’il y a hoix B effectuer) le plus petit conskquent direct. 
Nous designerons par .Q& I’enser?ble des arbres d’Andr6 construits sur 
(1,2,. . . , h}. 
Nous noterons at (1 s k s h -- 1) le nombrt d’arbres de s$, dans lesquels 
I’antkkdent direct de 11 cst k ; nous pwvow i remarquer que L$ est aussi le 
nombre d’arbres de J&, _. , dans lesquek le wmmet k est non bifurcant (ceci 
r&ulte de la possibilitk pour un tel ari>re: de 1, transformer par adjonction d’uc 
sommet suppl&mentaire h et d’une a&e joign mt ce sommet B k). 
Nous poserons par convcn ion 
a(,‘= 1 et a:=0 si h&. 
WXJS noterons igalement bk (0 s k G h - I) le nombre d’arbres de ‘.rBh qui ont 
pour extrkmit6 de la chaine inferieure Ie sommet k + 1. 
Les deux propositions que nous allons dkmontrer sont les suivantes: 
~ositioll I. Pour h 3 2, k 2 1, le nombre d’arbres de & dans lesquels 
I’antkident direct de h est k est igal au nonzbre d’EnWger I$_*. 
2. Pour h > 2. k ‘3 1, le nombre d’arlves de &l,, qui ant pour extrhite 
de la chaine inf&ieure le 
Ces deux propositions 
(1) a: = &r 
pk. Pour h = 3 
4 
3 
2 
ant&dent de 4 
extremiti de la 
sommet k + 1 est igal uu nombre d’Entringer Ed+ 
peuvent se formuler ainsi: Pour h 3 2, k 2 I: 
(2) b; = &_,. 
3 3 
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Plour la suite il 
tabkau can& dans 
est a;nsi dkfini: 
eg= L, 
eE=O 
el: = t‘t+k 
011 a illOl%: 
&I_._ h+k 
oh _- e() 
\:t 
e:l:+eA _, 
ahsi eye 
e;; z e,’ = 
Lc tableau des 
(1) 
(2) 
(3) 
C. Powpard 
est commode de presenter lea nombres d’Ehtringer dans un 
lequel le terrne ef: (Ct 2 0, k 2 0) de la ligne h et de la colonne k 
-‘+e, h-r-k -2+. . l +ef:_, pour h~O,kH 
+e;l_?+* l l +t$=E,,.,, pour (1 S- 3 0 
E, pour 12 3 0. 
nombres ef: (h 30, k &O) commence ainsi: 
et\ 
-.- I 
k =(\ 1 2 3 4 5 6 7 
-_-PA---. 
h=C 1 1 1 2 5 16 61 272 
1 10 1 2 5 16 61 272 * 
2 91 1 4 14 56 256 . . 
3 0 2 10 46 2212 l 9 . 
5 1 :: 16 5 122 3  178 9 * 0 l = . l . 
6 
_ A- 
0 61 . . . . . . 
‘7 (I . . . . . . . 
-. --- ---- - --_- _I_- 
Les deux propositions ti dkmontser peuvent se reformuler alors ainsi: pour 
(1) a;= &-k-1, 
(2) bk, = ‘&--k-.,. 
(4 
(3 
Pour k == 0 ces deux propositions sont v6rifi6es puisque: 
a~=:b~=e$= 1 et aif= hE= ez.._, = 0 si h 52. 
Afin de les ktablir pour k 2 1 nous montrerons d’abord que les nombres 
d’htringer satisfont B la relation de r&wrence 
ek_k_ 1 = 
Les kgalitks (4) et (5) rhullteront du double fait que les nombres a! (1 =S k 6 h 
d’une art, les ncmbres 6: (1 =S k s h - 1) d’autre part, satisferont h 
r&wrenc~~s analoj;ucs. 
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Pour dkmontrer (6) nous utiliserons deux relations dues ti Entringer {cf. [3]), 
exprimant les nombres ek (h 2 1, k 3 1) comme sommes alternies de nombres En 
multiplik par des coefficients hinomiaux appronrih: 
et 
(8) 
Wnc conskquence des Cgalitk (7) et (8) est que, dans le tableau des nombres ek 
(112 0, k 3 0) la fonctio!I ginkatrice de Blissard de la ligne h est sin x . Bhy(x) 
pour tout h 2 1 et ia fon:tio\ gh-kratrice de la colonne k est cos x l @‘y(x) pour 
tout k ,Z 1. (D designe l’opkateur “d&ivke”). 
On s’en assure en calculant B l’aide de la formule de Leibniz relative aux 
dhivkes successives d’un produit la ‘dhivke kikme de sin x . ohy(x), et la dkivee 
hikme de cos x l Dky(x), puis en faisant x = 0. On constate que l’on obtient ainsi 
respectivement les seconds membres des egalith (71 et (8). 
Pow 1 S k s h - 1, si l’on pose h’ = h -- k - 1 la relation (6 I que l’on se :wopose 
d’ktablir s&-it: 
k-l 
c . f?k*+k-j-i-1 = Ehl ,_k_j - ek’-’ (par suit{ de (2) et (1)). 
i=O 
II en ksulte que le second membre de (6’) a pour exwession 
(13) 
En raison du fait qu’& la convolution binomiale de deux suites correspond la 
multiplication de leurs fonctions ginkatrices de Blisss:rd, le premier terme de (13) 
peut s krire: 
De mCme le second terme de (13) 
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Done par difference: 
i [(‘i’)Ejkf e;,*+k_ i-ii]= [D”‘(Y(X)( 1 -sin x) 
, =o t=O 
= [D”‘(cos Y l Dky(~)],=o = ekf, 
ce qui etablit W), done (6). 
Montrons a present que les nombres af: (1 s k s h - 1) verifient la relation de 
recurrence suivante: 
&“-y [(h-k-l 
h 
L 
\ j =(1 \ j (14) 
Pour k = 1 cette egalite sst verifiee puisque 
U;=Eh_2 pOUr hz2. 
Pour k 2 2 on est assure que II- j - 1 s 2 done que a 11 -i _ 1 = 0; l’egal Ete ( 14) se 
rcduit alors B 
(14’) 
Pour un arbre d’Andre construit sur (1, . . . , II} dans !equel l’antecedent direct 
de tt est k avec k 3: 2, considerons la repartition suivante des sommets en trois 
classes: une classe r, constituee des deux sommets iz et k, une classe rz (qui peut 
etre vide) constituee des sommets consequents de ;; a l’exception du sommet 11 et 
une troisieme classe & regroupant les sutres sortmets. 
Les sommets de la classe & sent sup~riews a k done Ie cardinal de cette classe 
est tel que 
La classe T 3 comprend tous les sommet; inferieurs ?I k et ceux des sommets 
superieurs a k et infkrieurs a h qui ne sent pas dans la classe &. 
A cette repartition des somnrets en trois classes correspondent trois sous-arbres 
A,, A.? (qui peut il;tre vide) et AR. 
On vecifie alors que pour j tel que 0 S j S C, - k - 1 et pour i tel que 1 S i S 
k - 1, si I’on se donne 
(I ) UII sous-ensemble de E de j termes de 1’\3nsemble {k + 1. . . . , h - l}, 
(2) un arbre c”‘Andre A de j sommets, et 
(3) un arbre d’Andre A’ de h - j - 2 sommets a) ant le sommet i non 
ermet de definir un arbre d’And:rE: et un seul sur {I, . . . , 
e l’eose! 
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arbres d’Andr6 constrtrits SUP { 1, . . . , j) et ai --! _, a;bres J’AndG sur (1, . . . , h - 
j -2) pour lesquels Ie sommet i est non bifurcant. 
ssi par cons?quent la relation (11) sont ainsi ktablies. 
II reste B montrer que les wmbres bf: (1 s k s h - 1) vkifient la meme 
rtkurrence que les nombres a: (1 s k s II - 1) c’est-S-dire que: 
b:, = 
11 -k - 1 I’ ~, I b;, __, __ 1 1 . (1s) 
Pour un arbre d’Andr6 construit sur ( 1, . . . , h} dans lequel l’extrkmitik de la 
chaine inferieure est k -t 1, consid&ons la rkpartition suivante des somrwts en 
tj.ois classes: une classe r: constituee du seul sommet k t- 1, une classe r;, qui 
peut &re vide, constituee des sommets autres que k + 1 qui ont le meme 
antkkdent direct i + 1 que lui, et une troisikme classe f; regroupant tous les 
autres sommets. 
A cette repartition des sommets en trois classes correspondent trois sous arbres 
A’,, A$ (qui peut &re vide) et A;. 
On vkifie que pour j tel que O~j~Gz-k-l et pour i tcl que Osisk-1, si 
l’on se donne 
(1) un sous ensemble E de j termes de l’ensemble {k + 2, . . . , h), 
(2) un arbre d’Andr6 A de j termes, e; 
(3) un arbre d’Andr6 A’ de il -j - 1 termes dans lequel l’xts6mit6 de la chaine 
infbrieure est le sommet i + 1. 
cela permet de d6finir un arbre d’Andrit et un seul SW (1, . . . , h} dans lequel 
I’extrCmitk de la chaine inferieure est le sommet k + 1. 
On 51 conclut aisement la relation de r&u-rence (15) relalive aux nombres bf: 
(1 s k =G h- 1). 
Les wmbres d’Entringer qui avaient et6 introduits pour compter les permuta- 
tions alternkes en fonction de leur premier terme trouvem ainsi dcux 
interpretations naturelles pour les arbres d’Andr6: ils repartissent ces arbres en 
fonction d’une part de l’antkckdent direct du plus grand sommet, d’autre part de 
l’extr&rG+i6 de la “chaine infer ieure”. 
111 
r2 
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